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Orszagos Magyar Matematika Olimpia
Megyei szakasz, 2019. januér 26.
XI. osztaly

1. Feladat (10 pont)

b c
a.) Kétfélekeppen kiszamitva az A= a b |, ab,ce Rmatrix determinansat, igazold
c a

o o Q2

az alabbi egyenldséget:

a®+b° +c*—3abc=(a+b~+c)(a® +b? +c’ —ab—ac—bc)

3 3 3
b) Ha a,b,ceR és a+b+c=1, igazold, hogy #2%0

2. Feladat (10 pont)

3
Az (Xn) , sorozatot a kovetkezSkeppen ertelmezzik: X, =X, +—, %, =1.
n= X

a) lgazold, hogy limx, =+o!
X2
b) Szamitsd ki a lim— hatarértéket!

n—->o N

c) Szamitsd ki a Iim(1+ ij hatarértéket!

n—oo ,\/ﬁ

3. Feladat (10 pont)

e M, (C) matrix.

=
o .

0
Adottaz A=|1
1

a) Szamitsd kiaz A" , ne N"matrixot!
b) Szdmitsd ki det(A"), neN" értékét!
(Matlap)
4. Feladat (10 pont)

lgazold, hogy az 1, 2, 3, ..., 2019 szamok kdzil nem vélaszthaté ki 100 olyan szam,
amelyekbdl barmely kett6t Osszeadva, az igy képezhetd kéttagn 0Osszegek mind

kilénbdzzenek egymastol!

Minden feladat kdtelezé6. Munkaidé 3 éra.
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Orszagos Magyar Matematika Olimpia
Megyei szakasz, 2019. januar 26.

Javitokulcs
XI. osztaly

1. Feladat (10 pont)

b c
a.) Kétfélekeppen kiszamitva az A= a b |, ab,ce Rmatrix determinansat, igazold
c a

o o Q2

az alabbi egyenldséget:

a®+b° +c*—3abc=(a+b~+c)(a’ +b’ +c’ —ab—ac—bc)
3 3 3
b) Ha a,b,ceR és a+b+c=1, igazold, hogy #2%0

(Betuker Enik6, Mastan Eliza, Szilagyi Judit)

Megoldas

Hivatalbol 1p
a b c

a) detA=[c a b|=a’+b’*+c’®-3abc 2p
b c a
a+b+c b c 1 b c

detA=la+b+c a bj=(a+b+c)l a b|= 1p
a+b+c ¢ a 1 ¢ a

1 b c
=(a+b+c)[0 a-b b-c|=
0 c-b a-c

=(a+b+c)(a’ +b*+c’ —ab—ac—bc) 2p

b) Ha a+b+c=1, akkor az a) alpont alapjan a*+b’+c®—3abc=a”+b*+c*—ab—ac—bc. 1p

a2+b2+cz—ab—ac—bc:%[az—2ab+b2+a2—2ac+cz+b2—2bc+02]: 1p
=%[(a— f +(a-c)’ +(c-b)’ |0. 1p
Tehat a® +b®+c®—~3abc>0, innen :

a’+b*+c’

>abc. 1p
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2. Feladat (10 pont)

) . 3
Az (x,) ., sorozatot a kovetkezoképpen értelmezzik: x,,, = X, +—, X, =1.
> X,
a) lgazold, hogy limx, =+oo!
2

b) Szadmitsd ki a lim— hatérérteket!

n—oo n

¢) Szamitsd ki a I|m(1+—] hatérérteket!

N Jn

(Zakéany Monika)

Megoldas

Hivatalbol 1p

a) Indukcioval igazoljuk, hogy x. >0, VneN". 1p

X =X 3.0 (X,),., sorozat szigorGan novekvo 1p
X n=

n

Mivel (x,) , szigordan ndvekvé =ha (x,) , korlatos, akkor létezik limx =l<cR, ha pedig

n—oo

(X,),., nem korlétos, akkor lim x, =+ 1p

n—oo

Feltételezziik, hogy a sorozat korlatos és limx =IeR. Hatarértékre térve a rekurzidban:

n—o

n—o

=1 +|§ = IE =0 ellentmondas, tehat a sorozat nem korlatos és limx, =-+oo. 1p
b) Legyen a, =x; és b =n, YvneN". A (b )  sorozat szigoriian névekvé és korlatos. (1) 1p

2 2 2
. a.—a X =X . 3 . 9
lim=— = lim—2— =lim| x, +— | —=x} =lim| 6+— |=6 (2)
n—>oob 1_bn n»on4+1-—n n—w X n—w X

n+ n n

n—ow

(1) és (2) Cesaro-Stolz tétele alapjan 3lim % =6 2p

. 1\ A
91 gz) -tm| 1+
. X 2 . X 2 . . X ?
!m(ﬁj =(!ﬁ2_:]) és ab) alapjén[r[m\/”ﬁ} =6.
Mivel 20, Vnel', Iim(x” J:JE.

Jn e\

. 1Y &

liml+—=| =e 1
( ﬁj i




00\‘ ER 4,&% Centrul National — ‘% o -
OE D' I II I ID ‘f)\ MINISTERUL EDUCATIEI NATIONALE De Evaluare si romaniOQU]{? eu
I=2020\% QRS '

VAR Examinare

3. Feladat (10 pont)

0
Adottaz A=|1 e M, (C) matrix.
1

=
o b

a) Szamitsd ki az A" matrixot!

b) Szdmitsd ki det(A") értékét!

(Matlap)
Megoldas
Hivatalbol 1p
2 1 1
A=1 21 1p
11 2
2 3 3
A=3 2 3 1p
3 32
o Yo Ya
Igazoljuk, indukcioval, hogy A" =]y, x, v, | alakdés
yn yn Xn
2yn Xn + yn Xn + yn Xn+l yn+l yn+1
A= 4Y 2Y X%t Yo =] Yoa Xea You |- 1p
Xn + yn Xn + yn 2yn yﬂ+1 yﬂ+1 Xn+l
Innen :
{ Xn+1:2yn
yn+l = Xn + yn
X = -
Tehat { n = Yo "I 1p
yn+2 = yn+l + 2yn
A masodik linearis rekurencia karakterisztikus egyenlete r> —r—2=0 , melynek megoldasai 2 és
-1, tehat y, = A-2"+B-(-1)". 1p
Az y, =1 es y, =1feltételekbol A:% és B :—%. 1p
1 1 n
Innen y ==-2"—=-(-1
Ya=52"—5(-1)
, 2 2 n-1
s x =—-2""—=.(=1)". 1
"3 3 (-3) P
b)
Tudjuk, hogy det(A")=(det A)’ 1p

Mivel det A=2 = det(A")=2" 1p
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4. Feladat (10 pont)
lgazold, hogy az 1, 2, 3, ..., 2019 szdmok kozil nem valaszthatd ki 100 olyan szém,

amelyekb6l barmely kettét Osszeadva, az igy képezhetdé kéttagh 0sszegek mind
kilénbdzzenek egymastol!
(Szilagyi Judit)

Megoldas

Hivatalbol 1p

Az 1,2, ..., 2019 szamokbol képezhetd

legkisebb kéttagu 0sszeg 1+2=3, illetve 1p
legnagyobb kéttagu 6sszeg 2018+ 2019 = 4037 1p
emiatt a 2019 szambol legtobb 4035 kiilénbdz6 6sszeget kaphatunk. 2p
Ha a 2019 szdmbdl kivélasztunk 100 szamot, ezekbd6l nyilvanvaléan nem kaphatunk ennél tobb
kiilonbdz6 Gsszeget. 1p
Szaz szambol C2, = 4950 szampart alkothatunk, tehat 4950 Gsszeget képezhetiink. 3p

Mivel 4950 > 4037 ezek nem lehetnek mind kiilonbozoek. 1p



