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Orszagos Magyar Matematikaolimpia
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X. osztaly

1. Feladat (10 pont)

a) Tudva, hogy x=log, (bc), y =log, (ca), z=1log, (ab), a,b, ce(0,1)u (1), igazold, hogy
X+y+2z2+2=X-y-Z.
b) Adj példat olyan a, bés ¢ paronként kiilonb6z6 természetes szamokra, amelyekre az

X, Y €s Z is természetes szamok!

2. Feladat (10 pont)

1+2+72° ,
Legyen ze C\R. Igazold, hogy @ =—— € R akkor és csak akkor, ha |Z| =1.

1-z+z
3. Feladat (10 pont)

Az ABC haromszdgben %: 213 ¢ésa C szog mértéke 60°.
a) lgazold, hogy 1+tgAtgB =0.

b) Szamitsd ki az A és a B szog mértékét!

4. Feladat (10 pont)

x*—2x+3

Oldd meg a 2[4“]:{ _
X+ x+1

} egyenletet a valés szamok halmazén, ahol [x] az X valds szam

egész részét jeloli.

Minden feladat kotelez6. Munkaido 3 ora.
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Orszagos Magyar Matematikaolimpia 2019
Megyei szakasz, 2019. januar 26.

Javitokulcs
X. osztaly

1. Feladat (10 pont)
a) Tudva, hogy x=log, (bc), y=1log, (ca), z=log, (ab),a,b,ce(0,1)u (L), igazold, hogy

X+Y+Z+2=X-y-Z.
b) Adj példat olyan a, bés ¢ paronként kiilonb6z6 természetes szamokra, amelyekre az

X, Y €s Z is természetes szamok!

Megoldas:
HIVALAIDOL ... 1 pont
lgb+Ilgc lgc+Ilga lga+Igb
a) x=log,(bc)=———, y=log, (ca)= , Z=log, (ab)= 1 pont
) g. (bc) ga ) 9, (ca) igb 9. (ab) o p
N Z_Igb+|gc_|gc+|ga.lga+lgb_(|gb'|9C+|ga'|9b+|92C+|9a'|gc)'(|9a+|gb)_
lga lgb lgc lga-lgb-lgc -
:Iga-lgb-lgc+I92a-Igb+|ga-Igzc+I92a-Igc+Igzb-Igc+Iga-I92b+|gb-|gzc+lga-lgb-lgc:
lga-lgb-lgc
................................................... 2pont
:1+Iga+lgc+lga+lgb+lgb+Igc+1: .................................................... 2 pont
lgc Igb Igb Iga Igc Iga
lg(b I Ig(ab
=2+ g( C)+ g(ca)+ g(a )= ....................................................... 1 pont
lga lgb lgc
=2+log, (bc)+log, (ca)+log, (ab) = x+y+z+2, amitigazolni kellett. .............ccccccccnene. 1 pont
b) Legyen z=1, akkor x+y+3=xy < (x-1)(y-1)=4 = x=2,y=5 ..............1pont

Xx=2<a’=hc
y=5<b’=a-c; = {
z=1<c=a-b

a=b’
c=b
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Példaul: b=2, a=4, c=8, amelyek teljesitik a kért feltételeket.  ............ccoiiiiinnnss 1 pont

2. Feladat (10 pont)
1+z+7°

Legyen ze C\R. Igazold, hogy o= 177 e R akkor és csak akkor, ha |Z|

—7+17
|. Megoldis: Hivatalbol ..o 1 pont
zeC\R=>z=a+bhi,a,beR,b£0 s 1 pont

C 2 2 .
Akkor w:1+a+b!+a2 b2+2ab!: TP UPUPPEPPPRI i o 1o 14| &
1-a—-bi+a°—b°+2abi

(L+a+a’-b*)+b(1+2a)i

= e 1 pont
(1-a+a’-b’)-b(1-2a)i P
[l+a+a —b2 +b(1+2a)i]-[(l—a+a2—b2)+b(l—2a)i} 1 vont
e on
[1 a+a’— b(1—2a)i][(l—a+a2—b2)+b(1—2a)iJ P
1+a+a’-b*)b(1-2a)+(1l-a+a*—b*)b(1+2a
:Rea)+( T ) ( )+2( i 2) (ar )i= ..................... 1 pont
(1-a+a’-b?) +b?(1-2a)
2(1-a%-b?)
=Rew+ > SIeERS 1,5 pont
(1-a+a*~b*) +b*(1-2a)
o IMo=0 <2(1-a°-b")=0 ... 1,5 pont
o a+b’=1 o |7=1. 1 pont
1I. Megoldas:
W EIR SO M=, i —————————————————————————————————————————— 2 pont
- = 2
akkor 1+i+32=1+z+22<:>—z+7+zz-7—z-72=0<:> ................................... 4 pont
1-7+7° 1-z+z
(Z-2)-(1-2-Z7)=0= z =2z, amiellentmond a z € C\R feltételnek .......................... 1 pont

illetve, 1-2-7 =0 [7] =1 [Z] =1, oooioiiiiiecc e 2 pont
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3. Feladat (10 pont)
Az ABC haromszogben %: 2++3 ésaC szO0g mértéke 60° .

a) lgazold, hogy 1+tgAtgB =0.
b) Szamitsd ki az A és a B szog mértékét!
HIvatalbOL. ... oo 1 pont
|. Megoldas:
a) A feltétel alapjan b<a, tehat B < A, ahonnan kapjuk, hogy a B és a C hegyesszogek, ezért az
A-bdl huzott magassag talppontja a BC szakaszra esik, az abranak megfelelden .......... 1.pont

Az ADC haromszogben a C szog

mértéke 60°, ezért az Aszog 30°-0s. 5
CD:E , AD:% ............. 1.pont
2 2
BD-BC_Cp=3+2%3y A -
2 D
, , AD
Az ADB haromszogben th:EZZ_\E e« 1 PONT
Az ABC haromszogben tgA=tg(180" —-(B+C))=—tg(B+C)= .......c.ccevvrnrno . pont
=—M:—(2+\/§) ......................................................................... 2 pont
1-tgB-tgC
A fentiek alapjan 1+tgAtgB =1—(2—/3) - (243) =0 .evevmeieiiieeeeee e, 1 pont

b) Az a) alpontban igazolt 6sszefiiggést beszorozva cos A-cosB -vel cos A-cosB-+sin A-sinB=0
Osszefiiggéshez jutunk, vagyis, hogy cos(A—B) =0, ahonnan A—B=90"...................2 pont

Mivel A+ B =120" azt kapjuk, hogy a B sz6g mértéke 15°és az A szog mértéke 105" ...1 pont
1. Megoldas:

Barmely haromszégben -a = _L, kovetkezik. hogy sin A= (2+\/§)Sin B .........2pont
sinA sinB

Mivel a C szog mértéke 60° azt kapjuk, hogy A+B=120"..........ccoiviriiiiiiriiininnnn, 1 pont

tehdt SIN(L20" —B) = (2+3)SINB ..., 1 pont

Kifejtve a baloldali kifejezést és atrendezve az egyenldséget, azt kapjuk, hogy
J3cosB = (3+24/3)sin B . Innen kdvetkezik, hogy tgB=2—/3 .....vvvvvvveeieeeeeeerree, 2 pont
ahonnan kovetkezik, hogy a B szog mértéke 15°.

Végiil kovetkezik, hogy az A szog mértéke 105" ....... ..o 2 pont.
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A kapott szogek tangensét kiszamolva és behelyettesitve kapjuk a feladat a) alpontjanak az

3 (16 101S3 1)< PR 1 pont

1. Megoldas:

A-B
a-b U 2
A tangenstétel értelmében = PR OPPPPRPPI 3 pont
a+b A+B
tg——
2
1 Al c
amita 2 =tg tg — alakba irva .....ccccveviviiiiice e 2 pont
a.q 2 2
o +

a feltételek alapjan azt kapjuk, hogy tg % =1, ahonnan az kovetkezik, hogy A—B=90" . Az

A+B=120" és A—B =90" 0sszefiiggésekbdl kovetkezik, hogy a B szog mértéke 15° és az A
SZOZ METLEKE 1057, ..o 3 pont

A kapott szogek tangensét kiszamolva és behelyettesitve kapjuk a feladat a) alpontjanak az

ETRAMENYEL.....eveiiiiiieieee e 1 pont

4. Feladat (10 pont)

2
Oldd meg a 2l - {ﬂ} egyenletet a valos szamok halmazan, ahol [X] az X valos szam

X2+ x+1

egész részét jeloli.

Matlap
HIVALAIDOL ...t 1 pont
Megoldas:
2
Bizonyitjuk, hogy w >0,V XER. 1 pont
X“+Xx+1
2 2_
Bizonyitjuk, hogy 27, vxeR = |5 ZF3 106 2 pont
X“+x+1 X“+Xx+1
X* —2X+3

A fentiek helyett tekinthetjiik az  f :R >R, f(x)= fliggvényt, és meghatdrozzuk a

X2 +x+1

10-219 10+219
’ 3

fliggvényértékek halmazat: Im( f ) = { 3

}, amit szintén 3 pontot ér.
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2 2
Tehat w >0 = w e N, barmely valés X esetén,
X" +x+1 X“+x+1

ebbdl kovetkezik, hogy [4x—1]>0 = [4x-1]eN, barmely valos X esetén.

Ezért 2% e(12,48,..} ¢ Im(f)nZ={,23456} . 1 pont
2
olax-1] , i X" —=2X+3
= 2,4 bbol | ——— |€31,2,4F 1 pont
€{1,2,4} ésebbd {X2+x+l}€{ 1 P
Targyalas:
1. eset:
[4x-1]=0 XEE’S
2[4X*1]=1<:> X2_2X+3 = X |:_’£sz1
— =1 4 2
X2 +x+1 XE(—OO,—Z \/_] [2+\/_ }
........................................................... 1 pont
2. eset:
[4x-1]-1 ofLd L
2[4x—1]:2© X2—2X+3 5 = 2 4 C}X€|:E,—j= M2
2 +x+1 | (—oo -2 «/_]u[—2+\/_oo)
................................................................. 1 pont
3. eset:
[4x-1]=2 XeE,lj
2 — 4 iy = S xe@=M
[)(2#)(23}:4 ‘e -3-6 —7—«5 7+f -3++/6 © ’
X2+ X+ T & 5 3
........................................ 1 pont



