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1. Feladat (10 pont) Adottakaz f,g:1 >R, | < R derivalhato fuggvények, amelyeknek
derivaltjai folytonosak.

a) Igazold, hogy [[f'(x)+ f (x)g () ¥dx= f (x)-e% +C;

x2Inx—Inx+x

X2

1
b) Szamitsd ki: I -e *dx integralt, ahol x>0 !

(Matlap )

2. Feladat (10 pont) Szamitsd ki :

. ) sin x , COS X
a) az | —J integrélt, ha | =J‘_4dx és J :J‘-‘d)‘;
sin X + C0S X sin X + C0S X

e* +cos X . .
b I * dx, x >0 integralt!

e* 4+c0os X +5sin X

3. Feladat (10 pont) Ot szamkartyara felirtuk az 1,2,3,4 és 5 szamokat, minden kartyara pontosan
egyet. Az 6t szamkartyat elhelyezziik az egymas mellett 1év6 X , Y és Z dobozokba. Hany olyan
elhelyezése van a szamkartyaknak, amelyekben az X jelti dobozban levé szamkartyakra irt szamok
Osszege oszthatd 5 -tel? (Ha egy dobozba egy szamkartya keriil, akkor az ezen levé szamot
tekintjiik a szamkartyan 1évé szamok 6sszegének. Ures doboz esetén az dsszeg 0.)

4. Feladat (10 pont) A G = (1;o0) halmazon értelmezett az xoy = \/xzyz —x*—y?+2 belsd
miivelet V X,y e G esetén.
a) lgazold, hogy (G,<) Abel-féle csoport;
b) Hatarozd meg az m,nvalds szamokat ugy, hogy az f :(0,%) — (1,00) fuggvény, ahol
f(x)=+Jmx+n egy izomorfizmust valésitson meg az (R:,-) ésa (G,°) csoportok
kozt;

2 2 2
c) Szamitsd ki \/221 +2 O\/22~2 +2 °---°«/M értékét!
1" +1+1 V2°+2+1 n“+n+1

Minden feladat kotelez6. Munkaido6 3 oéra.
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XIl. osztaly

1. Feladat (10 pont) Adottakaz f,g:1 - R, I < R derivalhato figgvények, amelynek
derivaltjai folytonosak.

a) Igazold, hogy [[f'(x)+ f(x)g ‘() ¥dx= f (x)-e% +C;

e o eXInX=InXEXx e
b) Szamitsd ki: | - -e *dx integrélt, ahol x>0 !
X

(Matlap 10- L:2951/2018)

Megoldas:
Hivatalbol

a) [ f(x)-e%™ ] =11-e9+f(x)-e°-g'(x) =[£'0)+f()-9'()]e*™. ..o A

2 1
X Inx=Inx+x x=
b) j :

v e Xdx =
I (XZ_Xlz)InX+§].eX+>1<dX=

I (1—%]In x+£}-exidx: ....................................................................... Ip
X X

f(x)=Inx tehat f'(x) _1
X

O ,
[[F:09+ (09" ()R @dx=f(x)-e°" +C =

1
—Inx-e *+C .

2. Feladat (10 pont) Szamitsd ki :

. , sin x ) COS X
a) az | —J integralt, ha | =j_4dx és J =J_4dX'
sin X +cos X sin X + oS X
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e* +cos . .
b) I - * X_ dx, x > 0 integralt!
e* +Cos X +sin x
Megoldas:
HIVALAIDO ... .o e e et e e nreeneanes 1p
) 1= [SNXZCOSKy | [COSKTSNNG e 1p
sin X +cos X Sin X +Cos X
IO e 2
Sin X +Cos X
—IN(SIN XA COS X) 4 C . veeerrieeiiieeeiee ettt e e ette e e st e e et e e st e e st e e st e e e srtaeesateeesnbeeessbeeeabeeeesseeeaneeeans 2p
b)
Legyen |=j _ € FCOSX i ésJ:j _ L 1p
e* +Cos X +sin x e* +Cos X +sin X
EKKOP T4 J = XA ittt bttt bbb n e 1p
I =3 =IN(€"+COSXHSINX)+Cpr rrvrrrrrivrrmssiissnssssssessssssessssssss s 1p
i} , 1 ) .
Osszegezve az egyenldségeket kapjuk, hogy | =§(X+ In (e +C0S X +Sin X))+C. ................... 1p

3. Feladat (10 pont) Ot szamkartyéara felirtuk az 1,2,3,4 és 5 szamokat, minden kartyara pontosan

egyet. Az 0t szamkartyat elhelyezziik az egymas mellett 1év6 X , Y és Z dobozokba. Hany olyan
elhelyezése van a szamkartyaknak, amelyekben az X jelti dobozban levé szamkartyakra irt szamok
Osszege oszthatd 5 -tel? (Ha egy dobozba egy szamkartya keriil, akkor az ezen levé szamot
tekintjiik a szamkartyan 1év6 szamok 6sszegének. Ures doboz esetén az dsszeg 0.)

Megoldés:

Haaz X dobozba nem keriil kartya, akkor az 6t szamkartyat az Y és Z dobozokba 2° -féleképpen
NEIYEZNELJUK 1. ..ot et e st e et e aa e reene e re et e 1p

Haaz X dobozba egy szamkartya kerul, akkor az csak az 5 lehet, a fennmaradd négyetaz Y és Z
dobozokba 2% -fEleKEPPEN tENELIUK. .......cvevveceieecieecee e, 1p
Ha az X dobozba két szamkartya keriil, akkor azokon az 1 és 4 vagy a 2 és 3 szerepelhet. igy a
megmaradt szamkartyakat az Y és Z dobozokba 2° -féleképpen tehetjik. .........cccovvvevevviverrnnnne, 2p

Haaz X dobozba harom szdmkartya kertil, akkor azokon 1,4,5 vagy 2,3,5 szdmok szerepelhetnek.
Igy a megmaradt szamkartyakat az Y és Z dobozokba 22 -féleképpen tehetjik. ..........coceveven.... 2p

Ha az X dobozba négy szamkartya keriil, akkor azokon 1,2,3 és 4 szamok szerepelhetnek. Igy a

megmaradt szamkartyakat az Y és Z dobozokba 2 -féleképpen tehetjik. ..........cccooeviiiiininnninns 1p

Ha mind az 5 szdmkartya az X dobozba keril, akkor ez egyfeleképpen lehetseges. ..........ccuve... 1p
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Tehat az elhelyezések szama: 2° +2% +2:2° 4222 + 241=T5 . cooeereeeeeieeeeeeeeee e, 1p

4. Feladat (10 pont) A G = (;») halmazon értelmezett az xoy = \/xzyz —x*—y?+2 belsd
miivelet V X,y e G esetén.

a) lgazold, hogy (G,<) Abel-féle csoport;
b) Hatarozd meg az m,nvalds szamokat ugy, hogy az f :(0,%) — (1,00) fuggvény, ahol
f (X)=+mx+n egy izomorfizmust val6sitson meg az (R:,-) ésa (G,°) csoportok

kozot;
¢) Szamitsd ki \/2 L+2 \/22'22+2 0.0 /ZZH—ZJ”Z értékét!
P+1+1 V2°+2+1 n“+n+1
Megoldas:
HIVALAIDOL ...ttt 1p
@) AsSzoCIatiVItas KIMULAtASA. . .......eieeii it e Ip
KOMMUEATIVITAS . .. oottt ettt et et ettt et e et et et e et et et e e e eeenneaans 1p
2 () Ip
X'= 2)(2 =, |1+ 21 >1 tehat x'e G szimmetrikus elem....................coevennnnn. Ip
x° -1 x° -1
b) f(x-y)=f(X)of(y) & Jmxy+n=ymx+nomy+n=
=\/mzxy+m(n—l)x+m(n—1)y+mn—2n+2 innen kapjuk, hogy
m?=m
m(n—-1)=0 ahonnan m e{0,1}, de mivel f nem lehet konstans fliggvény .
mn—-2n+2=n
Innen kdvetkezik, hogy N=0. ... Ip
F(X) = VXAL DHEKIV. .o Ip

) Haaz f:(0,00) —> L ®) , f(x)=+x+1 izomorfizmusa (R ) és (G,o) kozott, akkor az

f (L) > (0,0), fHX)=x*-11is |zomorf|zmusa -)kézétt ............. Ip

e 2.12+2 2.2%42 2.n*+2 n®+2
Jeloljik x, = D | Py R
12 +1+1 22+2+1 n+n+l

2 2 2
ekkor f(x, )_2 10+ 2 1:12 1+1 £1(x 2)_ 2-2°+2 1: -2+1 o
+1+1 12 +1+1° 224+2+1 224241°
2_
F(x ) = 2-n°+2 1 n“—-n+1

n+n+1 nZ+n+1
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n n 2 _1\2 _ _ 2
ffl(xk):sz k+l: lg(n 1)2 (n 1)+1.n2 n+1:
k-1 i ko+k+1 37 (n-D°+(n-1)+1 n"+n+1
13 n°-3n+3 n°-n+1 1
S = S 1p
37 nN“—n+l1 n"+n+1 n°+n+l

1 /n2+n+2
oXyo..0X = f fx)|=f — 1= —— 1
% (H ( )j (n +n+1j n’+n+1 n?+n+1 P



