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1.feladat
Adottaz E =R xR, barmely t € R esetén tekintsiik az
2

f:E—>E, f(x y):(x+ty+%,y+tj,v(x, y) € E fliggvényt

a) lgazoljuk, hogy f.of = f V1t,u € R esetén, ahol "0" a fliggvények Gsszetevése.

t+u !

b) Igazoljuk, hogy a G = { f, |t € R} halmaz a fiiggvények Osszetevésével kommutativ csoportot alkot.

Megoldas:
2
f (x,y)of, (x.y)= ft[x+uy+u?,y+uj=
3

u? t? (t+u)’ P
x+uy+?+t(y+u)+5,y+t+u =| x+y(t+u)+ 5 Jy+t+u | =f(xy)
fof, = f,of ,Vt,ueR 1p
(fof,)of, = fo( fof,),vt,uveR 1p
JdeeR: fof, = fof =f,VteR 2p
vVteR,3t' e R: fof, = f.of = f,,VteR 2p
Hivatalbol 1p




2 feladat

a) Hatarozzuk meg az h: (0, Zj —R, h(x)= L fliggvény primitiv fliggvényeinek a halmazat.
2 sin X+ Cos X

b) Hatarozzuk meg az f : (O, %j — R primitivalhato fliggvényt, tudva, hogy

4
f (X) F (% — X) =CO0SX, VX € (0,%) és f (%j = % , ahol F egy primitiv fliggvénye az f

fiiggvénynek.

Megoldas:

Legyen A= J'_Sde és B =_"_(:de XE(O,EJ .
sin X + COS X sin X 4 Cos X 2

COS X —Sin x

A+B=[ldx= A+B=x+7, B-A=|=
SIN X+ COS X

dx=B—A=In(sinx+cosx)+@,

ahonnan A=%(x—ln(sin X+C0s X))+ - tehdt H (x):%(x—ln(sin X+C0s X))+ ahol

©= {(p : (0, %j - R} , @ egy allando fliggvény.

3p
1
Az f(x)-F (% - Xj =CO0SX, VX € (O, %j (1) egyenlOségben az x — %— X helyettesitést P
alkalmazva kapjuk, hogy F(x)- f (% — xj =sinx, Vx e (O, %) 2),
Kivonva egymasbol az (1) és (2) azonossagokat kovetkezik az 2p

f (x) F(%—XJ—F(X)- f (%—xj:cosx—sin X, VXe[O,%j , ahonnan
(F(x)- F(%—XD =C0S X —Sin X, VXe(O,gJ, tehat

F(x)-F[%—x):sin X +COS X +C, VXE(O,%J.

Az (1) és (2) azonossagokat dsszeszorozva kapjuk, hogy 1p

f(x).F(%—xj.F(x). f (%—xj:sinxcosx, VXe(O,%j: fz(%j.#(%j:%

4

felhasznalva az f (%J = % feltételt kapjuk, hogy F? (%j =2, tehat

F(X)-F %—xj=sinx+cosx+c, VXe(O,%j:c:o_

1
F(x)-F %—xj:sinx+cosx,VXE(0,%) és P

f(x)-F %— X) =C0oSX, VX e (0, %j azonossagokbol kapjuk, hogy




F/
f(x)  cosx - (x)  cosx

=— =— , ahonnan

F(x) sinx+cosx  F(x) sinx+cosx
In(F(x)):%(an(sinx+cosx))+?>'.

F(x):k-eg-\/sin x+cosx = f(x)= F’(x):k-eg-&,felhasznélva az 1p

\/sin X +cos x
2 : = > COS X

£l Z | = X2 feltételt kapjuk, hogy k—=e 8 és f(x)=k-e2 & .——20

[4} ;- feltételt kapjuk, hogy k=e © és (x)=k-e N
Hivatalbol 1p

3.feladat
Adott az ABCD négyzet, D (AC), m(CBE<)=30°¢és F az E pont szimmetrikusa a C pontra nézve,

Igazoljuk, hogy a BDF haromszog egyenl6 oldalu.

Megoldas:
Rajz 1p
Alkalmazzuk a szinusztételt a BEC haromszogben kapjuk, hogy 3p
a(v6-+2 a(v6-+2
_BE 5= _CE 5= 2 s, ahonnan CE=M:>CF =(—).
sin45” sin30° sin105 2
Alkalmazva a koszinusztételt a BCF haromszogben kapjuk, hogy 2p
BF?=BC*+CF?-2BC-CF,
2
-z
ahonnan BF? =a”+a> <T) +2a’ (J@—ﬁ)coslBSO :
Elvégezve a szamitasokat kapjuk, hogy BF® = 2a°. 1p
Hasonldan kapjuk, hogy DF = a2 . 1p
Tehat a BDF haromszdgben DB = BF = DF =av/2. 1p
Hivatalbol 1p




4 feladat

Egy kor kozéppontjanak mindkét koordinatdja irraciondlis szam. Mutassuk ki, hogy nincs a koron
harom olyan pont, melyek mindegyik koordinat4ja racionalis szam.

Megoldas:
Legyen A(a,b), B(C,d), C(e, f ), a,b,c,d,e, f €Q akor harom olyan pontja, melyek 2p
mindegyik koordinataja racionalis szam.
Xy Xy
Felirjuk az AB:la b 1=0,illetveaz AC:la b 1 =0 egyenesek egyenletét.
c d e f

Tehat AB:(b—d)x—(a-c)y+ad—-bc=0¢és AC:(b—f)x—(a—e)y+af —be=0.

Legyen d, és d,az[ AB]illetve [ AC] szakaszok felezémerdlegesei.

q _y_b+d_c—a W AtTCY) oy _y_b+f_e—a (_ate
T Thd 2 2T Tt 2 ) 2p
Bevezetve a p:b+d q=8 p_axc o+t ,m= e_a,n=a+eje161éseket
2 b-d 2 2 b-f 2

kapjuk, hogy d,:y—p=q(x—r)és d,: y—k =m(x—n).ahol p,q,r,k,mneQ.
A d, és d,egyenesek metszéspontja meghatarozza az A, B és C pontok koré irt kor
kozéppontjat.
Jelolje M az A, B és C pontok koré irt kor kdzéppontjat.
Megoldva a d, és d,egyenesek egyenleteibdl alkotott egyenletrendszert kapjuk, hogy
M [mn—qr+ p—k mg(n—r)+mp—agk
m-q m-—q

j , ahonnan

_mn-gr+p-k ma(n—r)+mp—ak

Xy €Qésy, = € Q, tehat ellentmondas, mivel a kor
m-d m-q
kozéppontjanak mindkét koordinataja irracionalis szam. 3p
ABNAC ={A},=d,Nnd,=F=m-q=0 1p
A b=dilletve a b = f esetek vizsgalata 1p

Hivatalbol 1p




